Chapitre 2

Lagrangien QED, Regles de Feynman

Avant d’entrer dans le détail de l'interaction entre quarks et gluons nous allons faire quelques
rappels sur I'electrodynamique quantique. Le principe de construction de la théorie, I'invariance de
jauge, est le méme dans les deux cas mais le cas abélien de QED est beaucoup plus simple & écrire
que le cas non abélien de QCD. Le comportement asymptotique (infra-rouge et ultra-violet) des
deux théories est cependant completement différent.

Toute la physique perturbative est contenue dans la densité lagrangienne, L(¢(x), 0, ¢(x)), une
fonction des champs ¢(x) et de leurs premieres dérivées, a partir de laquelle on construit ’action :

5= [ d'sLo().0,0(2)

L’action est une quantité sans dimension. Si on impose que action est stationnaire sous une
variation du champ (principe de Maupertuis), on obtient les équations d’Euler-Lagrange :
oL 5 oL
dp(z) M58u¢(x)
qui décrivent 1’évolution classique du champ ¢(x). C’est a partir de ces équations, qu’en formalisme
de la seconde quantification, on obtient les régles de Feynman qui permettent de calculer pertur-
bativement n’importe quel processus en théorie des champs.

=0

2.1 Invariance de jauge et le Lagrangien QED
Pour QED, on part d’un spineur de Dirac massif ¢(z) et du lagrangien libre
L= §—m)y

avec les conventions v = ¥, @ = y10/0x,, = d,7", et les matrices (4 x 4) v, définies par

o_ (12 0 i_ (0 e

ou les o; sont les matrices de Pauli. On a les propriétés suivantes :
(Yo} =200 1a, %0 =70, Y0 = (2.1.2)
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14 CHAPITRE 2. LAGRANGIEN QED, REGLES DE FEYNMAN

D’autres propriétés des matrices v, sont données en appendice. L’équation d’Euler-Lagrange obte-
nue en variant I’action S par rapport a 1 est :

(i —m)p =0, (2.1.3)

et celle par rapport a v est :
10, " + myp = 0. (2.1.4)

Ces deux équations sont équivalentes car la premiére peut étre obtenue a partir de la seconde en
prenant 'hermitienne conjuguée et en multipliant & droite par ~°.

e Invariance par changement de phase globale

On voit que la physique ne dépend pas de la phase du champ v puisque le lagrangien £ est invariant
sous la transformation globale suivante :

U(a) — eP(x)

d(@) = e (),

ou « est une constante réelle arbitraire, indépendante du point x. Ceci est une transformation de
jauge rigide ou de premiere espece. D’apres le théoreme de Noether, a toute invariance sous une
famille continue de transformations de ce type correspond un courant conservé dont la forme est
obtenue en partant des transformations infinitésimales de 1 et ¢ (a arbitraire, o < 1) :

oy = day
S = —iaa.
La variation correspondante du lagrangien est
oL oL
5 0u0Y + 0 —I— 06
(W v 58“1# v T'Z) 5 V5.0 50,1

ol on a utilisé la définition 00,9 = 0,09 au numérateur. Le dernier terme est nul (pas de depen-
dance en 0,1 de L) ainsi que I'avant dernier (le coefficient de 0¢ est '’équation du mouvement).
Utilisant Euler-Lagrange, les deux premiers se combinent en

0L =0, <5£ >51/1+ 0L 0,00 =0, (

00,1 30,0 " w) = a0y (i), (2.1.5)

50,0

Puisque L est invariant sous les transformations rigides, ¥ — e€'*“4, le courant J# associé a cette
invariance,

T = g, (2.1.6)

est conservé : (9, J* = 9y J° + V.7 = 0). On définit la charge Q(t) associée a ce courant par :

Qt)=Q = /d%JO(t,:z‘). (2.1.7)
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En effet, il est aisé de montrer qu’elle est constante dans le temps,

@:_/dsgﬁj:_ ds- 7 (t,8) = 0.
Q

dt o0

Pour obtenir la premiere égalité on utilise la conservation du courant, dyJ° + ? . 7 =0, et pour la
derniere on suppose qu’il n’y a pas de charges a 'infini et que J est & décroissance suffisamment
rapide a l'infini.

e Invariance par changement de phase locale

On va maintenant refaire le méme travail pour un parametre « qui dépend de la coordonnée
d’espace-temps, o — «(x), c’est-a-dire que I'on peut choisir arbitrairement la phase du champ
en chaque point de ’espace sans que cela affecte les prédictions physiques (transformation de jauge
propre, ou de seconde espece). Les transformations locales sont donc les suivantes

va) = (@)= e y(a)
d) = (@) = e () (2.1.8)

et, si le terme de masse reste invariant (1)1 — ¥1)), le terme cinétique ne I’est plus (zﬁ(‘)ul/J £ ) o)
a cause de l'action de la dérivée sur le parametre a(x) :

O’ = 0u(e* D) = D) + ie(dua(z))y.
La variation du lagrangien prend donc la forme suivante :
0L = —ep(Dua(x)"y,

qui n’est ni nulle ni une dérivée totale. On peut néanmoins rétablir cette invariance en introduisant
un champ vecteur, A,(x), et en modifiant le lagrangien :

L = (@) ({0 — iedu(@)y" — m)¥(z) = (@) (iDuy" — m) (=),

ou D, = 0, —ieA,(x) est la dérivée covariante, dont la variation est 6(D 1 (x)) = iea(x) Dy (x),
par définition. Sous I’action d’un élément du groupe de jauge le champ A, () devient donc :

Ay(z) = Al (z) = Au(x) + dua(z).

Ainsi, sous une transformation infinitésimale, la variation du lagrangien est nulle, puisque la va-
riation associée au champ de jauge compense celle due au fermion. Les équations du mouvement
sont :

(i @—m(z) = —eAlx)p(z) (2.1.9)
terme d’interaction
ey = 0. (2.1.10)

ou la deuxieme équation résulte de la variation du champ A,. Physiquement, (2.1.10) impose soit
e = 0 (pas de charge électrique), soit ¢ = 0 (pas de champ fermionique)! On peut résoudre ce
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probleme si I'on ajoute & £ un terme dérivatif qui contient 9,4, et qui spécifie comment le champ
de jauge se propage (terme cinétique). Pour préciser la forme de ce terme, nous allons utiliser le
fait que I'action que nous voulons construire est censée étre un scalaire de Lorentz, sans dimension
et invariante de jauge. Il faut donc trouver un terme quadratique en d,A,, de dimension 4 (pour
compenser la dimension de la mesure d’intégration d*z qui vaut -4 en unités de masse, sachant que
[0,A,] = 2), invariant de jauge et scalaire de Lorentz. On vérifie facilement que le terme F*F),,
avec

FM™(z) = 0" AY (z) — ¥ A" (z)

invariant de jauge, satisfait a toutes les conditions énoncées ci-dessus. Ce terme n’est pas le seul
candidat, mais les autres possibilités sont en désaccord avec nos exigences. Par exemple,
— (FMF, W)2 est un scalaire de Lorentz, mais il est de dimension 8 : dans la densité lagrangienne
il entrerait donc avec un couplage de dimension -4 (par exemple (F - F)2/M*). Mais une
théorie qui posseéde un couplage de dimension négative est non-renormalisable (voir sec. 4.6).
— F M Fl avec Fre — etPIEy, I satisfait & toutes les conditions énoncées plus haut, mais
c’est un pseudo-scalaire qui viole la parité alors que QED Ila préserve. On peut aussi noter
que ce terme ne résoud pas le probléme (2.1.10) puisqu’il ne contribue pas aux équations de
mouvement (terme topologique) : en fait il se réduit & une dérivée totale 2.
Finalement, Lqgep pour un champ v s’écrit

LoD = —%FWFH,, + (i P —m)y (2.1.11)

ou le facteur —% est choisi de maniére & obtenir la normalisation habituelle pour la charge e. A
priori, on aurait pu considérer un champ A* massif, mais il est facile de montrer qu'un terme de
la forme mzA“A“ n’est pas invariant sous une transformation de jauge. C’est donc I'invariance de
jauge qui impose un champ de jauge (photon) de masse nulle. Les équations du mouvement pour
le photon sont :

0LQED _ 0LQED 2w o - )
0A,(x) 8”50MAV(x)_O = (07g" = 0" Au(z) = eJ"(x),

qui peuvent aussi s’écrire 9, F*(x) = eJ"(x), ce qui requiert, par cohérence, la conservation du cou-
rant puisque 9,0, F'* =0 (F* est un tenseur antisymétrique). Finalement les équations d’Euler-
Lagrange pour QED sont :

(i P —m)p =0

(19 —m)p = —e A(z)y(x)
O FH () = eJ¥(z) F (2.1.12)

Il faut rajouter aussi a ces équations 3
O F" (x) =0 (2.1.13)

qui est évidente d’aprés la définition de FH.

1. Le tenseur €*Y?° totalement antisymétrique en ses indices est défini par €°'% = 1. On a donc €., = —c*¥?7.
pvp

2. FUF,, = 4e"P7 (9,A,)(8,As) = 46777 9,,(A,8,A,) —4e""?7 A,8,,0, A, ol1 on a fait une intégration par partie.
Le dernier terme est évidemment nul puisque il y a contraction d’un tenseur antisymétrique en pp avec un tenseur
symétrique en ces mémes indices.
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Remarques :
Une forme utile pour le tenseur électromagnétique est

Ful/ = [-D/,UDV]y (2114)

i
e
une définition qui s’avérera pratique pour QCD.

Introduisant les champs électrique et magnétique ﬁ, ﬁ, on peut écrire :

Exercice : Démontrer que

8HFW(:L") =0 & ?B =0, ? A ﬁ = —% égs. de Maxwell homogenes
QFM(x) =el"(x) © V.E = ®, VAB = j+ 9L ¢gs. de Maxwell inhomogenes.

ou le courant covariant est J*(z) = (¢, j).

2.2 Le spineur de Dirac libre

On recherche les solutions de ’équation de Dirac libre (e = 0) sous forme d’ondes planes et on

introduit .
oy () = e " Tu(k)

avec k.xr = wrro — k.7, wp = Vm?2 + k2

Uy (2) = e**ou(k)

u(k),v(k) sont les spineurs de Dirac & 4 composantes que 1'on va définir. L’action de I'opérateur
0y, = 10/0x*, agit seulement sur la phase

Z'au e:l:ik.x — :Fku e:l:ik.m
L’équation de Dirac libre devient alors

(f—m)uk) = 0 (2.2.15)
(k+m)o(k) =

On considere le cas au repos : k, = (m, 0). On obtient alors
(k—m)u(k) =0 = 2m 00 u=20
= 0 —1, =

(+myo(k) =0 = 2m<;l2 8)1}:0.
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Le spineur ¢2’ (x) correspond aux solutions d’énergie positive (phase e~"%) et les spineurs

o O O
o O = O

forment une base des solutions de I’équation de Dirac correspondante. 11, us représentent les deux
états de spin possibles du spineur. 1, (x) correspond aux solutions d’énergie négative (phase e’k )
et les spineurs v correspondants sont

v =

O = O O
o O O

Plus généralement, relachant la condition k= 0, les spineurs
U (k) o< (F+ m)ug
sont, a un facteur de normalisation pres, les deux solutions de Dirac d’énergie positive puisque
(K —m)ua(k) = (k% — m?)uq =0

par condition de couche de masse

1 v
K K= kR ) = k2 =m?

et
Vo (k) o< (£ —m)va

sont les solutions d’énergie négative car
(F+m) va(k) = (K2 = m?)vy = 0.

On peut définir les projecteurs d’énergie

A= fem (2.2.16)

qui satisfont
Ai =Ay, A2 =A_, AJA_=A_A, =0

Ar+A_ =1,

Exercice : Démontrer les propriétés ci-dessus.
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Le développement en ondes planes d’une solution générale de I’équation de Dirac s’écrit

2

Bk 1
V(@)= | =3 5 ba(k) ¥ (x) + dl, (k) 1, (x) (2.2.17)
/ (27)3 2wy ; ( k k )
o (@) = e g (k)
wk = Vm2 + k2 (2.2.18)
P () = R, (k),

— [d3k/2wy = [ d'k O(K°) 5(k* —m?) est 'élément d’intégration invariant
— b (k), d};(k’) sont en physique classique les coefficients de la superposition linéaire
— on utilise parfois la normalisation m/wy au lieu de 1/2wy dans l'intégrant définissant ¢ (z).

Il est nécessaire de normaliser les spineurs solutions de ’équation de Dirac libre. une possibilité
3
est” :

1
« k = T o
1
o = —(— s 2.2.1
vlk) = (= ktm) v (2:2.19)
ou, de facon équivalente,
B 1
o (k) = ™ T o U (4 m)
1
Vo k = Val—
Tll) = = u(= k4 m)
On obtient alors les conditions de normalisation :
Uo (k) ’LLB(k‘) = 2m dup
Uo(k)vg(k) = Vo (k)ug(k) =0 (2.2.20)
@a(k}) ’Ug(k) =-2m 6046
Démonstration :
_ 1 _
Ta(K)us(h) = ——— Ga(k+m)* ug
- 2m _ 0 =
= tor o (m 4+ wiy” — kA)ug

Le terme en E*? ne contribue pas puisqu’il est anti-diagonal et que les deux derniers éléments du u,, g sont
toujours nuls. De plus la forme de la matrice 4° permet d’écrire

2m

Uo(k)ug(k) = (m +wi) ul ug = 2m ap

m + Wk

3. En association avec le facteur de normalisation m/wy dans 1’éq. (2.2.17) on utilise, dans certains livres, la
définition uq (k) = (§+ m) ua//2m(m + wy). L’éq. (2.2.20) devient alors @a (k) ug(k) = dag, a(k) va(k) = —dag.
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On prouve de méme

o (k)vg(k) = e (§ +m)(f —m)vg =0

Exercice : Montrer que

ul (k) us(k) = 2wi dap
vl (k) va(k) = 2wy dap (2.2.21)

On remarque que @ (k)ug(k) = 2md,ps est un scalaire sous une transformation de Lorentz alors
que ug(k:)ug(k:) = 2wy, 0qp ne l'est pas puisqu'’il se transforme comme une énergie. On prouve
maintenant une relation concernant la matrice formée par 22:1 Uq (K)o (k). On remarque d’abord

par inspection que :

et par suite

2
1 1
a(k) Uo(k) = —— —(1L + 1"
3 uall) Talk) = s (K m) S YK )
1 1
= — (2 0 : 2.2.22
oy 2 M)+ (K m) (4 m) (2.2.22)
On utilise alors la relation 4% § = —m?2+? + 2wy, ¥ pour factoriser (m + wy) au numérateur, d’oil
les relations tres utiles et importantes,
> ua(k)ta(k) = f+m=2mAy, (2.2.23)
a=1
2
> va(k)a(k) = ¥ —m = —2mA_, (2.2.24)
a=1

valables avec la normalisation des spineurs choisie en éq. (2.2.19). La somme sur les états de
polarisation des uq,, Vo0, est proportionnelle aux projecteurs d’énergie positive et négative. Ces
relations sont utilisées dans les calculs d’amplitude de diffusion avec fermions externes ainsi que
dans la dérivation du propagateur du fermion.

¢ Quantification du champ de Dirac (rappels)

Dans le formalisme de la seconde quantification les coefficents b, dL deviennent des opérateurs
agissant sur un espace de Fock a définir. La procédure de seconde quantification du champ de Dirac
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consiste & imposer les relations d’anticommutation entre les coefficients by (k), da(k), by (), dh(k)
du développement en ondes planes du champ de Dirac :

{ba k), bl (q)} = (27)% 2wy dap 6@ (k — q)
{da(k), d(q)} = (27)* 2wy Gag 6P (k — q) (2.2.25)

{babg} = {da,dg} = {bardg} = {ba,dl;} =0

Ceci permet d’écrire 'anticommutateur entre le champ ¥ (x) et son moment conjugué Il(z) =
6L£/50p¥ (z) = iT(2). En terme des composantes ;, i = 1,2, 3,4 'anticommutateur & temps égal
est :

{wi(t, 8), 01 (6, )} = 6,0 (@ — y) (2.2.26)

On démontre d’abord la relation :
{(t, ), 0(t,§)} = 1°6 (x — y). (2:2.27)

dont 1’éq. (2.2.26) est la conséquence immédiate.

Démonstration -
Partant de la représentation éq. (2.2.17) pour ¢ (z) et pour ¢ (y) de :

3 2 _ .
P(y) = / (;33 %}q 6221 (b};(q) s (q)e Y + ds(q) vs (q)eﬂq.y)

Panticommutateur & temps égal est :

3 3 ) )
a,f q

+{dl (k),ds(q)} va(k)Ts(q) eF-m710v)

On anticommute uniquement les opérateurs création et annihilation et non les fonctions d’onde car il faut
garder la structure matricelle de 'expression. Les relations d’anticommutation égs. (2.2.25) permettent de
faire l'intégrale [ d3q, d’utiliser les formules égs. (2.2.23), (2.2.24) et de contraindre les énergies w, = wy, de
sorte que la composante en o disparait dans les facteurs exponentiels. On a alors :

_ 3k 1 F(Fd oL
— N ik.(Z—79) _ —ik.(Z—7)
w2 009) =3 [ sy (0 m) FED 4 (k= m) = 9) (22.28)
Faisant le changement de variable k = —k dans le deuxieme terme permet de compenser les composantes

spatiales de K. Utilisant alors :

P’k ik(T—7
/(277)3 eI = 50 (2 —y),

on obtient immédiatement le résultat recherché.

On peut également montrer les relations plus générales :

{$@@),vW)} = 2—m)iA(@—y) ;. {¥(2),9(y)} =0 (2.2.29)
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avec la définition

3
iAz—y) = _ Dk [ -ikamy) _ k)] | (2.2.30)
Y (27)32w5

On construit 'espace de Fock par application des bg, dl, sur le vide avec la définition que les
opérateurs b, et d, annihilent le vide :

ba(K)|0 >= do (k)0 >=0; < 0|b), (k) =< 0|dl(k) =0  Vk,a.
On a, par exemple, deux états a un fermion d’impulsion k et deux états a un anti-fermion :
b (k)0 >, dI (k)]0 >, a=1,2.

A noter qu’a cause des relations d’anticommutation, on ne peut pas avoir deux fermions dans le
méme état physique (méme impulsion, méme polarisation). On peut définir la charge et ’hamilto-
nien. Par exemple la charge est définie par (voir éq. (2.1.7) ) :

Q::/d% Jo(t,f):::/d?’;ww;

en utilisant la forme du courant fermionique introduite a ’éq. (2.1.6). Introduisant le développement
en ondes planes de ¥ on trouve

Q= / <k > (bg(k)ba(k)+da(k)dg(k)>:

Wk

ol on a utilisé les relations de normalisation uL et de vg. Le symbole : - - - : s’appelle produit normal
et implique que tous les opérateurs annihilation b,, dg soient a droite et les opérateurs création

bL, d; soient & gauche. On doit changer les signes en anticommutant les opérateurs. Il vient alors

o= [ 5 o LICIXCERACIAE)

On vérifie Q|0 >= 0 et le vide est bien de charge nulle. On prouve que :

[bea(k)] = _ba(k) ; [dea(k)] = +da(k)
[Q, 0L (k)] = +bl(k) : [Q.dh(K)] = —dh(k)

Utilisant ces relations d’anticommutation il est facile de voir et que
Qu0>=0bl0>,  Qdl|0>=—dl|0>, (2.2.31)

on dira alors que bL|0 >, respectivement dL|0 >, sont des états de charge +1, respectivement -1.
De la méme fagon on voit que (pas de somme sur l'indice «) :

Qby bLI0>=10> = Qdyd,|]0>=10>, (2.2.32)

ce qui montre que by, respect. d,, annihile un état de charge +1, respect. -1.

En conclusion :
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— b, crée une particule d’impulsion k, de charge +1, dont la fonction d’onde est (k)

— b, détruit une particule d’impulsion &, de charge +1, dont la fonction d’onde est uq (k)

— dl crée une antiparticule d’impulsion k, de charge -1, dont la fonction d’onde est v, (k)

— d,, détruit une antiparticule d’impulsion k, de charge -1, dont la fonction d’onde est v,(k) .
On peut donc dire que 1 (z) porte une charge -1 puisqu’il détruit une particule de charge positive
et crée une particule de charge négative.

On définit aussi I’hamiltonien

H = :/d%iwaw;
_ /(dgk‘g 23;,@ wr Y [Bh(K) bak) + df (k) da ()|

On vérifie que H|0 >= 0, et que '’hamiltonien de tout état (non vide) est défini positif.

2.3 Le propagateur du fermion

D’apres la discussion précédente on voit que ¢ (x) détruit une particule a la coordonnée d’espace-
temps = et crée une antiparticule en x et vice-versa pour ¢ (z). ¢, v sont solutions de I’équation
de Dirac libre et donc décrivent le mouvement d’une particule libre. On peut alors utiliser 1) pour
décrire la propagation d’une particule libre. On définit

0(t — ') < 0] Y(2)P(2) |0 > ~ < 0|(ba + d},) (b}, + dg)[0 >

qui crée a l'instant ¢/, & la coordonnée ' une particule (bTB|0 >) et, & un instant ultérieur ¢, la
détruit & la coordonnée Z. On décrit donc ainsi la propagation de la particule du point (¢, 7’) au
point (¢,Z). De méme,

O — 1) < 0 (' )(x) 0 >~ < 0l(dg + )], + ba)[0 >

décrit la propagation de 'antiparticule (dTﬁ|0 >) de la coordonnée (t, ) & la coordonnée (¢, Z'). On
définit alors le produit chronologique de deux opérateurs de type fermionique par :

Tp(@)y(a’) = 0(t — 1) Y(@)p(a’) — 0" —t) P(@') (=) (2.3.33)

On remarque le signe (—), réminiscence des relations d’anticommutation. Le propagateur de Feyn-
man est, par définition, la valeur sur le vide du produit chronologique de deux opérateurs :

Sp(x —a') =< 0| T ¥(x)d(2)]0 > (2.3.34)

On va maintenant trouver ’expression du propagateur de Feynman libre mais on montre, aupara-
vant, que Sp(x — 2’) satisfait 1'équation (la notation 9, indique que I'opérateur différentiel n’agit
que sur la variable z) :

(i §p —m) Sp(z —a') = i6™ (z — 2') (2.3.35)
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c’est a dire que le propagateur de Feyman est une fonction de Green de I’équation de Dirac.

Démonstration :
(i @m - m) [ (t —t ) %%' - e(t - t)% %]
. 0 - . -
—rm<559@—¢3)¢Mm/+9u—ﬂxz&r—mh%ww
0 — , - .
_Z"YO 8t (t - t) U)x/djz - e(t - th/ (Z aoc - m)‘/)x
nul par éq. de Dirac sur ¢
action de & sur les fonctions 6
=iy 6(t — ') {g, Y } = i6W (2 — 2)
ou la derniére égalité vient de I'expression de 'anticommutateur & temps égaux (2.2.27). (c.q.f.d)

e Propagateur dans ’espace des impulsions
Pour trouver la solution de ’éq. (2.3.35) on introduit la transformée de Fourier du propagateur :

Sp(z —2') = / (;ljj; e~ (=) S (k) (2.3.36)

et dans l'espace des impulsions 1’équation de Green (2.3.35) devient :

(k—m) Sp(k) =

i K+m
K—m ‘B _me
La transformation de Fourier inverse de Sr n’est pas définie & cause de la singularité k2 — m?. I
faut donc trouver une prescription pour contourner les poles ko = £v/m?2 + k2. Celle-ci est imposée,
en fait, par la causalité. Pour obtenir cette prescription, on retourne a la définition du propagateur

de Feynman, éq. (2.3.34), dans laquelle on développera le champ 1 en ses composantes de Fourier.
On rappelle les solutions de I’équation de Dirac libre :

Sr(k) =

3 2 '
Y(z) = / (;lﬂ]; ! Z(ba(k)ua(k’)e_ik'x—I—djx(k)va(k)e’kx>,

2wk —1

TN d?q 1 - T Nm iq.a’ = —igz’

i) = [ 5 Ty 2 (Ph@m@er (o))
et celle du propagateur :

Sp(w —a') =< 0l0(t — ) B(a)b(a’) — 0t — ) D(a')()]0 > (2.3.37)
On consideére le premier terme soit,

Si(x—a) = mw%><m¢<><>0>

3 , :
=0(t — t')/ (;7:;3 % (i Z <10 ( ol (k)e ™R 4 djlva(k‘)elkm)

(bhas(a)e™ + dﬁ@g(q)e_’qx 10>
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Les opérateurs d,, annihilent le vide, = d3|0 >=0, < 0|dL = 0. On peut donc écrire
- < Olba(R)B(@)]0 >= ... +<0| {bg(k;),bg(q)} 0> — < 0B} (¢)ba(q)|0 >
Les relations d’anticommutation (2.2.25) donnent :
{ba(k).bl(@)} = (2m)° 201 805 0% (k — q),
un scalaire que l’on peut sortir de < 0] ... |0 >. On peut alors utiliser < 0|0 >= 1.

Remarque : en permutant () et ¥ (2’) pour construire 1(z')y)(x) on a permuté uniquement les

opérateurs by, dL, ... mais non les spineurs. C’est-a-dire que I'on garde toujours les spineurs colonnes
Uq, Vo & gauche et les spineurs lignes g, g a droite de telle sorte que Sg est bien une matrice 4 x 4
(et non un scalaire que ’on aurait obtenu si on avait considéré tyug!).

On a donc

Bk 1 &g 1
S;—v_(l’ — x/) = 9(t — t,)/ (27‘(‘)3 2wk 71' 3 2— Zua

!

9 =T (27)3 9y, 603 )(k: —q) (2.3.38)

— On fait Vintégration [ d3k 6@ (k —q) = k=g¢
— On utilise '’équation (2.2.23) pour réduire > uq(q)tua(q) = (4 +m).

Il vient alors :

3
Sf(x—2) = / (;lﬂ) 21 (f +m)e @9t —t').

Dans cette équation :
qle—a)) = wlt—t)-q@E-7)
0 —=
d = wgy —q.7
La variable énergie est wy = /(m? + ¢?), i.e. la particule est sur couche de masse quand elle se

propage de (t',7') a (¢, Z). On peut alors écrire :

dgq 1 iq(T—7") | ,—iwq(t—t'
S}'(:E—x'):/w 5o (f +m) eT@TT) |emwalt=t)g(1 _ ¢/) (2.3.39)

On va maintenant trouver une représentation intégrale de la fonction de Heavyside. Pour cela on
considére dans le plan complexe gg l'intégrale suivante (voir figure) :
1 +oo e—iqo(t—t’)
Frt—t)= —/ dg® —— (2.3.40)
21t J_oo q° — wy + i€

qui a un pole simple dans le demi-plan inférieur et pas d’autre singularité.
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o A
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\J

FIGURE 2.1 — Contour d’intégration dans le plan d’énergie ¢° complexe.

— Sit—t <0, on peut évaluer 'intégrale en fermant le contour dans le demi plan supérieur
par un demi grand cercle qui ne contribue pas, puisque Img’(t — ¢') — —oc :

e—iqo(t—t’) ~ eImao)(t=t") _

Puisqu’il n’y a pas de singularité dans le demi-plan supérieur cette intégrale est nulle, par
le théoreme des résidus (de Cauchy) :

Frt—t)=0, si t—t <0.

— On suppose maintenant t —t' > 0, et on ferme le contour dans le demi plan inférieur le long
du demi grand cercle, dont la contribution tend exponentiellement vers 0 quand le contour
tend vers 'infini. Par déformation du contour il suffit alors d’évaluer I'intégrale le long d’un
petit cercle, autour du pole, dont le rayon tend vers 0. Le théoreme de Cauchy donne alors :

Frt—t)=—e gt >0

On a donc finalement :

n , , ot t’) 1 (o) 0 e—qu(t—t/)
Frit—t)=—-0@t—-the ™" ") = — dqg° ——— 2.3.41
( ) ( Je 27i /_oo 1 q° — wy + i€ ( )

On peut remarquer le signe (—) dans cette équation, qui vient du fait que le contour C est orienté
dans le sens opposé au sens trigonométrique. On utilisera aussi plus tard le résultat :

1 e—iq0(t—t)

F=(t—t) =0 —t) e~alt-t) = — /dqo

27

_ 2.3.42
@+ Wy — 1€ ( )
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qui se démontre de la méme maniere que la formule précédente. Revenant au propagateur on peut
écrire :

St(x—2a") = —

1 d3q 1 qu e—tqo(t—t')+iq.(Z—2")
/ / (d+m)

i) @r)3 2w, ) 2r Q0 —wy e

d4q 1 e—iq.(m—x’)
_ 1 o 9.3.43
Z/(277)4 2wq qo—wq+ie(q+m) ( )

ou maintenant :
0.z —a') =t — ) — q(F — &)

d=q"v— ¢
donc, dans le numérateur, on consideére que la particule est ”hors-couche” puisque ¢° # Wy-
On considére maintenant ’autre partie du propagateur :
Sp(z—a') =0(t' —t) <Oy (a)()|0 >
On peut voir aisément que seul le terme proportionnel & :
< 0ldg(q) df (k)]0 >

ne s’annule pas et utilisant les relations d’anticommutation on a :

3 . ,
Site ~) = [ gt 3t €10 S o) o7 =1

e
Wq

Apres usage de I'équation (2.2.23) on a :

3 NP ' /
SI;(:E — :17/) — / d’q 1 e—zq-(:c—x) (g/_ m) [ezwq(t—t )H(t/ o t)

(27)3 2w,
. dq 1 —iq(o—z) 490 e~ 10 (t=t")
B Z/(Zw)32—wqe g(_ g/—l_m)qo—l—wq—ie

ou la fonction 6 a été éliminée via I’éq. (2.3.42). Jusqu’a maintenant, dans expression — ¢+ m on
avait considéré la particule sur couche de masse c’est a dire que :

—d+m=—w, P +77+m
que 'on peut maintenant écrire :
—d+m=q¢" 2" +q7+m
a cause du pole ¢¥ = —wyg. Pour reconstruire la bonne combinaison ¢ 7° — 77, de méme que le bon
exposant dans I'exponentielle, on fait dans I'intégrale [ d3q le changement de variable = —q’ et
f d3q = f d3¢’. Revenant & la notation ¢’ = ¢ on peut alors écrire
/ d’q d¢" 1 oo (t—t') +id(#—7) (" = g7 +m)
(2m)? 27 2w, q0 + wy — i€
Z/ d4q 1 e—iq.(w—m’) q +m

Sp(x— )

(2m)4 2w, @0+ wy — i€



28 CHAPITRE 2. LAGRANGIEN QED, REGLES DE FEYNMAN

ott le vecteur ¢ = (¢, ¢) est maintenant hors-couche. On peut remarquer alors que les numérateurs
de SZE et Sy sont identiques. On peut donc les combiner pour obtenir

Sp(x—2") = SfH(x—2) - Sp(z—2a')

dq , 1 1 1
_ —ig.(z—z") _ _
Z/ @2mt © (g+m)2wq <q0—wq+ie qo—l—wq—z‘e)’

soit,
: d'q ey (d+m)
Sp(z—a') =i [ oL eile—a) AT 2.3.44
r(z =) Z/(27T)4e g% —m? + ie ( )
ol on a écrit
1 1 1 1 0
P . B = REE] €
2wy \ ¥ —wg +ie ¢+ wy —ie 7% — w2 + 2wyie -
1
= = — € — 0+

q? —m? +ie’

en notation covariante. Par comparaison avec ’éq. (2.3.36), on en tire la forme du propagateur dans
I'espace des impulsions (transformation de Fourier)

qd+m i

S :. pumny
r(a) @ —m?+ e d —m+ie

(2.3.45)

On voit que sous la forme éq. (2.3.37), définie dans I'espace des coordonnées, le propagateur cor-
respond,
— quand t’ < t, & la propagation d’une particule sur couche de masse (¢° = wq) des coordonnées
(', 2') & (t, )

— quand t' > t & la propagation d’une antiparticule sur couche de masse (¢°

= —wy), des
coordonnées (t,T) a (¢, ).

En revanche, sous la forme éq. (2.3.45), écrite dans l’espace des impulsions, le propagateur est

interprété comme décrivant la propagation d'une particule virtuelle (¢° # 4w,). On passe d’une

forme & lautre, via I’éq. (2.3.36) et le théoreme de Cauchy, qui permet par fermeture du contour

d’intégration dans le plan de I’énergie complexe, d’isoler le pole d’énergie positive ou le pole d’énergie

négative suivant le signe de t—t'. Ceci est encapsulé dans la prescription ”ie” de Feynman ot € — 0.

2.4 Le champ du photon libre

On rappelle I’équation du mouvement du champ du photon en QED (éq.(2.1.12)) :

Ou F'(z) = (9% " — 0"0M) Ay(z)
= e(z)y"(x) = e JY(x) théorie en interaction
=0 théorie libre (2.4.46)

Le champ A, (z) (potentiel vecteur en théorie classique) qui décrit la polarisation du photon, a
quatre composantes indépendantes (Ag, A1, Aa, A3) soit quatre degrés de liberté. Or, on sait que le
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photon n’a que deux degrés de liberté correspondant a ses deux états de polarisation transverse : cf.
la théorie des représentations du groupe de Poincaré pour une particule de masse nulle. La physique
est indépendante du choix de la jauge c’est a dire du choix :

A (x) ou Ay(x) = A, () + O o).

En effet, si AL est solution de I’équation ci-dessus (libre ou en interaction) A, (z) est aussi solution
puisque :

(0% guw — 0,0,)0"a(x) =0 Va(z).

On peut donc utiliser cette invariance de jauge pour réduire le nombre de degrés de liberté de A, en
imposant la condition de Lorentz 9,A" = 0 par le choix Pa = —0, A’ (z). L’équation du photon
libre devient alors (O = 0,0") :

OA,(x) = 0.

On peut éliminer un autre degré de liberté en annulant une des coordonnées de A, (A par exemple)
a l'aide de la translation :

Ay = A+ 0\(x) , Mx) telle que OA(z) =0

(choisir A(x) = iae™*** par exemple) de sorte que I'on reste avec deux coordonnées indépendantes.
e Quantification
Le lagrangian du photon libre, cependant, pose probleme lorsque 'on veut quantifier la théorie.

Introduisant la variable conjuguée de A, (x),

Y
T 500 A

= —0gA, + 0,Ag = F, (2447)

Ty

les relations de commutation & temps égal (xg = yp) sont :

[Au(@), 7 (y)] = igu 0P (z —y), [Au(2), Ay(y)] = [ (@), 7 (y)] = 0. (2.4.48)

On voit que la relation [Ag(z), mo(y)] = i 6 (x — y) ne peut étre satisfaite puisque mo(y) = 0.

e Jauges covariantes
Une solution consistera a briser I'invariance de jauge au niveau des opérateurs et on la restaurera
uniquement quand on considerera la valeur des opérateurs sur des états physiques. C’est la méthode
de Gupta-Bleuler. On considérera donc le lagrangien modifié (photon libre) ”cassant” Iinvariance
de jauge,
1 A 9

£y =~ Fule) F™(@) — 50,4 ()% (24.49)
ou le terme (8uA”)2 est le terme de ”fixation” de jauge pour une jauge covariante. L’impulsion
conjuguée devient :

m(z) = Fuo(z) — Aguo0u,AF (), soit,

Mo = —AIpAP = —A(Ag+ V- A) et m =0, Ao — A;. (2.4.50)
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7o est non nul en général et les m;(z) ne sont pas affectés car ils ne dépendent pas de A. L’équation
du mouvement de la théorie modifiée devient :

OA, — (1—X)8,0,A” =0 (2.4.51)

Si on choisit A = 1 I’équation du mouvement se simplifie en :
OA, =0. (2.4.52)

qui sont les équations des composantes du champ du photon en jauge de Feynman. Cela corres-
pond a quatre équations de Klein-Gordon indépendantes, une pour chaque composante de A, (z).
On cherche évidemment la solution sous forme d’une superposition d’ondes planes. Pour cela on
introduit, dans le repere ou le photon est longitudinal, k = (kg, 0,0, k), une base de quatre vecteurs
linéairement indépendants :

O = (1,0,0,0), vecteur de polarisation ”scalaire”
e =(0,1,0,0), €?* =(0,0,1,0), vecteurs de polarisation ”transverse”  (2.4.53)
¥ = (0,0,0,1), vecteur de polarisation ”longitudinale”.

Ces vecteurs satisfont & e,(f)e(“/)“ =0sik #K, e,(LO)e(O)“ =1let e,(f)e(i)“ = —1 pour chaque 7 = 1,2, 3.

On écrit la solution de I'éq. (2.4.52) :

3

Pk 1 , .
= - (’i) (ﬁ) —ik.x (H)T (Ii) ik.x
A, (x) /(277)3 5 3:0 (a €€ +a' e, e > (2.4.54)

avec w = |k| (équation Klein-Gordon de masse nulle).

Normalisation :

eff)e(“/)“ = ™) =g soit @@ =1, 0D =_1 (2.4.55)

Le tenseur somme sur les polarisations satisfait a :

3 3
Z gﬁn’eff) 61(/,.;’) =Gu < Z € Eff) Ez(ﬁ) = —Guv; So=-1,&§=+1 (2'4'56)
Kk,k'=0 k=0

Les deux formulations sont strictement équivalentes et nous utiliserons 'une ou 'autre suivant le
contexte.

Exercice : Vérifier explicitement les relations (2.4.55) et (2.4.56).

Pour le choix de jauge A = 1 (jauge de Feynman) on peut obtenir, a partir des relations de commu-
tation canoniques (2.4.48) et de la forme éq. (2.4.54) de A, (x), les relations de commutation entre

les opérateurs a(®) et a(®)" qui seront interprétés comme opérateurs d’annihilation et de création du
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photon. Pour le cas d’une jauge covariante générale, A # 1, la solution de I’équation du mouvement
n’a pas une forme simple et I'obtention des relations de commutation des opérateurs est beaucoup
plus compliquée.

e Quantification du champ du photon en jauge de Feynman

Partant de la solution, éq. (2.4.54), de 'équation du mouvement et utilisant les relations de
quantification canonique (égs. (2.4.48)) entre A, et m,, on montre que les opérateurs al®), a®' de
la, décomposition en ondes planes de A, satisfont les relations de commutation :

[a® (k) a®) (k)] = 2wy, (2m)? g 63 (k — k')
(0™, 0] = [a®)', o] = 0. (2.4.57)

Démonstration
On extrait d’abord a(*)(q) de A*(z) par une transformation de Fourier inverse en considérant :

/d3:17 eiq'xi<<9—0> ELK)A”(I).

avec f(x)%g(x) = f(2)0og(z) — (0o f(x))g(z). Injectant la représentation éq. (2.4.54) de A*(x), on en tire
facilement :

d) = ¢ / Bz 71y e (q) AP ()
a®'(q) = & / Bz 19 € (q) A" (x)

ot & est défini en éq. (2.4.56). Pour construire les commutateurs entre opérateurs création et annihilation il
est nécessaire maintenant de trouver les commutateurs entre les A*(z) et les A”(y) = g A”(x) & partir des
éqgs. (2.4.48) et de la définition éq. (2.4.50) des II”(y). On trouve ainsi que :

[A*(2), A (y) = —ig"” 6©) (x — y), (2.4.58)
tous les autres commutateurs étant nuls. On peut alors évaluer :

+

[ (q),a""" (¢)] £l / P dy (619770 ) (q) A* (), e ¥i 8 ) () A ()]

=& / &z d*y P (q)el (q') eI g 53 (@ — y) (wy +wy)

= =20, (27)? g™ 6P (¢ — ¢)). (2.4.59)
On prouve la nullité des autres commutateurs suivant la méme procédure.

Les a(®, a™" deviennent les opérateurs de destruction et d’annihilation habituels d’un champ
de Klein-Gordon : e.g. a©" crée un v ”scalaire”, a®" un ~ ”longitudinal” et a(l)T, a®@' créent
un v en état de polarisation transverse. Il faut cependant remarquer le facteur —g¢"* dans la
premiére relation ci-dessus qui est (-1) pour k = £’ = 0 alors qu’il est +1 pour les autres valeurs
k=K' =1,2,3 en accord avec les relations de commutation d’un champ scalaire (ce facteur vient
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oy . . K 3 . . <1 7 N
des condition de normalisation des vecteurs 6,8 ) données ci-dessus). Si on considere un état a une

particule de polarisation « :

H>fi/(jﬁ?—ﬂ@aWVMW>

27)32wy,

on peut calculer sa normalisation :

<1l>, = /( . /( . (k) f(g) < 0[[a™,al"j0 >

2m)32wy, ) (27)32w,

3
=+@/Tii—mw2

27)3 2wy,

L’état de polarisation scalaire a donc une norme négative £y = —1 alors que les autres états de
polarisation ont une norme positive comme il se doit. On peut construire I’hamiltonien de facon
habituelle :

H = /d?’x (00 Ay — L) -

et trouver :
dgk (H)T (k)
H = 7(2 )32Wk E wréka (k‘) a (k‘) .

Appliqué a I’état a 1 photon d’impulsion &, de polarisation « :
[N (r)t
H1E >=wy & a0 >

Le signe £y = —1, associé au mode scalaire, dans I'expression de H est nécessaire pour que I’énergie
soit définie positive puisque I’énergie de tout état a une particule (y compris celui de polarisation
scalaire) contribue une énergie wi. De méme l'opérateur de comptage est défini par :

Ny = & a™' (k) a (k).

e Etats physiques

Pour que la théorie fondée sur le lagrangien £, qui brise 'invariance de jauge décrive bien QED
dont le lagrangien est £ = —(1/4)F* F},, on va imposer la condition de Lorentz uniquement lorsque
les opérateurs agissent sur des états physiques (méthode de Gupta-Bleuler) c’est-a-dire :

< ¢l0, A" (x)|¢ >=0, |p > état physique
Il est suffisant en fait de choisir :
O AT ()¢ >=0 (2.4.60)
ou

n B~ ) ) ik
A — K K —1 .Z“
- [ s g .

En effet on a alors :
< ¢|8“A; =0.
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On voit aisément que :

dgk K k) —ik.x
8“A:(w) :/MZ (k“.GEL )) CL( ) (&

k=0

ou la somme ne concerne que les états scalaire et longitudinal puisque 'on a les relations de
transversité :

ke = k@ =0,

Sur les états physiques on aura alors nécessairement (voir la définitions des e,(f)) :

AT (@) p>=0 = (wp @ —ka®)p>=0
e (@Y —a®)p>=0 V. (2.4.61)

Pour calculer I’énergie d’un état physique on peut remarquer :

et
EE gt
< ¢|H|p >=< ¢| @I > wpa™ g > (2.4.62)
k=1

Seuls les photons transverses contribuent a 1’énergie. Ceci est vrai pour n’importe quel observable.
De facon qualitative on peut dire que les contributions de photons scalaires et longitudinaux se
compensent dans tout observable physique.

¢ Jauges non covariantes?
Dans ce cas, le terme de fixation de jauge est, par exemple, de la forme n,A* ol n, est un
quadrivecteur arbitraire constant et le lagrangien est :

Ly = —% () PP () %(WA#(:U))% (2.4.63)

de sorte que I’équation du mouvement devient :

OA,(z) — 0,0,A" (z) — Anyn, AY (z) = 0. (2.4.64)

Avec ce choix le moment conjugué 7°(z) est toujours nul et on n’a pas résolu le probléme qui
motivait I'introduction dans le lagrangien d’un terme brisant la symétrie! On peut cependant
éliminer les coordonnés temporelles si l'on choisit n, A” = 0 avec n, = (1,0,0,0). Si on impose de
plus la condition de Lorentz 0, A" (z) = —? A = 0 (jauge de Coulomb) on élimine les états de
polarisation scalaire et longitudinale et I’équation du mouvement se simplifie (0A,(z) = 0) et on
peut écrire :
3 2
Ai(x) = / % % Z <a(“)egﬁ)6_’k“ + a(“)Tegﬁ)e’k“) (2.4.65)

k=1

4. Pour une revue, voir G. Leibbrandt, Rev. Mod. Phys. 59 (1987) 1067
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avec seulement les polarisations transverses (physiques). Il faut alors quantifier le systeme sous les
contraintes n- A =0 - A = 0 ce qui est une tache ardue.

Un peu de terminologie : la condition n - A = 0 avec,

* n? <0, jauge aviale pure

« n? =0, jauge du cone de lumiére

* n? > 0, jauge temporelle.

2.5 Le propagateur du photon

Comme pour le cas du fermion on définit le produit chronologique de deux champs A, (z) et
A, (y) et le propagateur du photon qui est la valeur sur le vide de ce produit :

Gule—y) = <OT(Au(2)4,(y))]0 >
< 0080 — o) A, (@) Ay () + 60 — 20) A, (1) Au@)0 > (2.5.66)

e Jauges covariantes
On montre que le propagateur, en jauge covariante, satisfait a ’équation de Green :

(Oguw — (1= N)3u0y) G (x —y) =i g, 6V (z —y) (2.5.67)

Exercice : Pour vérifier explicitement I’équation ci-dessus, c’est un peu plus compliqué que dans le cas du
fermion & cause des opérateurs 93 et 9,0, qui, on le rappelle, n’agissent que sur la variable x.
Démonstration

On considere dans un premier temps :

DG (& — y) (05 — 07)Gh(x — y)
0o{6(zo — yo)[Au(x), AP (y)] + 0(x0 — y0)Oo A (2) AP (y) + 0(yo — x0) AP (y) Do Ay () }

— B0 — yo) 02 A, (2) AP(y) — Blyo — w0) A” ()92 A, (x)

L’opérateur 9; n’agit pas sur les fonction 6 tandis que 9p8(txo F yo) = £6(x0 — yo), d’ott 'apparition du
commutateur de deux champs qui est, en fait, nul par I'éq. (2.4.48). L’action de 'opérateur 9y de la deuxieme
ligne donne de nouveau la fonction 6(zg — yo) avec comme coefficient le commutateur du champ et de sa
dérivée temporelle, d’ou :

O, G (x = y) = 8(z0 — y0) [0 Au(@), A (y)] + 0(x0 — y0) gy A” () A (y) + 0(yo — x0) A” (y)Ogu A” (),

ol on a reconstruit 'action de 'opérateur Og,,,, sur le champ A¥(z). De fagon similaire on montre facilement
que :
9, G = 0(x0 — yo) Oy A" (2) AP (y) + 0(yo — w0) AP (y) 0, A ()

puisque méme si ¥ = 0 et agit sur la function 6, la fonction 6(zg — yo) produite aura comme coeflicient un
commutateur de champs qui est nul. Finalement on a :

8,0, G = guod(wo — y0) [0, A” (), A” (y)] + 0(x0 — y0)8u By A” () AP (y) + O(yo — 20) A” ()9, D, A¥ ().
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Recollant tous les morceaux pour construire le membre de gauche de 1’éq. (2.5.67) on remarque que le

coefficient des fonctions 6(+x F o) est nul par ’équation du mouvement en jauge covariante,
Ogp = (1 = X),0,) A" (x) = 0,
de sorte qu’il reste un commutateur un peu compliqué :
(B9 — (1= X)8,u8y) G* (& =) = 8(20 — y0)[Do Ay () — (1 = X) g8y A” (), A”(y)].
Pour p = 0, le membre de droite est

(20 = y0)[0Au(x) = (1 = A)guod, A" (x), AP (y)]

8(zo — yo){—[V.A(x), A?(y)] — [mo(x), AP (y)]
= igfoW(z—y).

Pour obtenir ce résultat on a utilisé la définition de my(x) (éq. (2.4.50)), la relation de commutation (2.4.48)

et le fait que [V.A(z), A(y)] = V.[A(x), A?(y)] = 0. Pour le cas p = i, le membre de droite est :

§(zo — yo)[00Ai(z), A?(y)] = 6&(x0 — y0)[0iAo(z) — mi(x), A”(y)]
= d(zo — y0)[A?(y),mi(x)] =i gf W (x —y),

en faisant référence aux mémes équations que pour le cas pu = 0.

On résout ’équation de Green en introduisant la transformée de Fourier :

4
Gz —y) = L e (k)
a (2m)4 i

qui satisfait a ’équation :
[k g + (1 = Ny k)] G (k) =i gf.
La solution la plus générale a la forme :
G (k) = A(k*)g"? + B(k*)k"k".

L’équation de Green contraint les coefficients scalaires A(k?) et B(k?) et on trouve finalement :

i S 1=X\ kuk,
)=~ 1152 B

Il faut choisir une prescription pour contourner le pole (& masse nulle) k? = 0. Comme dans le cas

du propagateur du fermion, la causalité impose le choix ”+i€” et donc k? — k% + ie, soit :

i 1\ kuk,
G (k) = T e <9;w - <1 - X) k2 + z’e> (2.5.68)

qui est la forme la plus générale du propagateur en jauge covariante. Dans la discussion précédente

on avait choisi A = 1, jauge de Feynman et donc,

k2 + e’

G (k) = —i —2 (2.5.69)
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Si A — oo, on a la jauge de Landau :

. gm/ - kukl//k2
Gu (k) = —i e (2.5.70)
e Jauges non covariantes
Dans ce cas, la densité lagrangienne éq. (2.4.63) conduit, a ’équation de Green suivante :
Qg — 0udy — Anymy,) G*P(w —y) = i gl 6 (2 —y), (2.5.71)

et apres avoir effectué la transformée de Fourier, a :
[—k* guv + Ky ky — Anpny] GYP(k) =i gf.

On cherche la solution sous la forme d’une combinaison linéaire des tenseurs g*”, k¥n”+kfn", k"k
et n”nP. On trouve finalement le propagateur :

k2

Gu(k) = ~(n® + 3 )> . (2.5.72)

_i G — kun, + kyny, kuk,
k2 \ M k-n (k-n)

Exercice
On peut remarquer que si on avait considéré, au lieu de £, (qui ne respecte pas I'invariance de
jauge), le lagrangien Lgpp initial, on n’aurait pas pu définir le propagateur car I’équation

(—k2gu + kuky) G =i .

n’a pas de solution pour G*?. Le prouver.

2.5.1 Remarques sur le propagateur du photon

Comme on I’a fait pour le fermion on peut construire explicitement le propagateur en jauge de
Feynman dans I’espace des coordonnées et extraire ensuite sa forme dans ’espace des impulsions.
Pour cela on utilise la représentation éq. (2.4.54) du champ du photon, avec le choix éqgs. (2.4.53)
des vecteurs polarisation. On trouve alors :

P
(k) =i =+~ 2.5.
Gulh) =i 2, (2573
avec
3
’P/W = — Z [/ e/(f) el(f ) (2.5.74)
K,k'=0

Le tenseur P, apparait comme la somme sur les états de polarisation de eff) e,(,n) et le facteur g,

est la conséquence des relations de commutation (2.4.57). D’apres I'éq. (2.4.56), on a :

G
G (k) = =i 7 (2.5.75)
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et on retrouve bien la forme (2.5.69) du propagateur. On remarque que la trace de =P, = gl
compte simplement le nombre d’états de polarisation du champ A, a savoir 4.

En jauge de Landau on remarque que le propagateur satisfait a la relation k#G,, = 0 ce qui
implique une contrainte sur le champ A,. Corrélativement, la trace du numérateur :

Tr(gu — kuku /k?) =3 (2.5.76)

ce que l'on interprete par le fait le champ du photon contient 3 degrés de liberté dont un non
physique.
En jauge aziale on fait d’habitude le choix A — oo et le propagateur devient (éq. (2.5.72)) :

k? + ie

G (k) = —i

k 1 k[/ 2 k kl/
(R, + 1 )+7z 2 > (2.5.77)

k-n k- mn)?

qui satisfait deux contraintes n*P,, (k) = 0 et, pour k? de genre lumiere, k*P,, (k) = 0. On vérifie
facilement que la trace du tenseur entre parentheses est bien égale a 2 comme il se doit lorsque le
photon est sur couche de masse. Avec ce choix de jauge seuls les degrés de polarisation physique
sont inclus dans le calcul.

2.5.2 Indépendance de jauge et conservation du courant

Les différentes formes du propagateur different par des termes contenant k, et on peut se
demander si les prédictions physiques en QED vont dépendre du choix du propagateur. La réponse
est négative puisque le photon est couplé & un courant conservé, k,J" = 0, ou J*(x) = —eyHap.
On peut le voir de la facon suivante en ce qui concerne les jauges covariantes. Du lagrangien L),
voir éq. (2.4.49), du photon en interaction :

1 A
2

Ly=——F,(x) F'"(x)

1 (0 A (2))? + () (@ — m)ip(x) + e (x) Alx)e(x),  (25.78)

on tire facilement I’équation du mouvement du photon :
(Oguw — (1 = A)9u0,) A”(z) =€ Ju(x),
dont la solution s’exprime a l'aide de la fonction de Green :
A(w) = [ty Gl — ) )

Ceci est évident par simple substitution dans I’équation du mouvement. Introduisant la transformée
de Fourier du courant :

4
7w) = [ e 30

ainsi que celle du propagateur avec la solution s’écrit alors :

A I I S DN 5 R
A”($)__Z/(2w)4 ¢ [k:2+z'e+ A (k% +ie)? 3" (k)
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et il devient évident que les termes dépendant de jauge s’annulent par conservation du courant
k,j* (k) = 0. En conclusion, les résultats des calculs ne doivent pas dépendre du choix particulier
fait pour la forme du propagateur du photon. A cause de cette propriété il n’est pas nécessaire dans
les calculs perturbatifs d’imposer la condition de Lorentz sur le champ A, (z) puisque le photon
étant soit émis soit absorbé par un courant conservé les états de polarisation scalaire et longitudi-
nale sont automatiquement découplés du monde physique.

¢ Remarque

On considere le lagrangien £y éq. (2.5.78) avec le terme d’interaction —J,,(z)A*(x). Ce terme est
invariant est si on change ”la jauge du photon” c’est a dire si on fait A, — A, + d,a(x). On a
alors :

5 / dha T A = / iz T, ()0 a(x) = / a4z [0, (2)a(x)) — (9T (x))a(x)] = 0.

Dans la derniere forme de l'intérale ci-dessus, la dérivée totale 0 (J,(x)a(x)) ne contribue pas (pas
de sources a 'infini) et le terme (0% J,(x)) est nul par conservation du courant. Ceci illustre bien
le role fondamental joué par la conservation du courant en QED.

2.6 Regles de Feynman de QED

Nous avons dérivé ci-dessus les éléments de base qui permettent de construire le développement
perturbatif en QED. Ce développement s’exprime a ’aide de regles qui permettent d’écrire ”1’élément
de matrice invariant” My;, relié a la matrice S par

(5f2' +1i Ty
Tfi = (277)45(2p6xt) Mfi7

a tout ordre de la théorie des perturbations. Les regles de Feynman sont simplement énoncées ici.
Pour une démonstration on peut consulter les livres de Bjorken et Drell ou Mandl et Shaw ou Ryder
ou ---. On remarque seulement qu’au point d’interaction les particules entrantes sont annihilées
(on attachera donc la fonction d’onde uq(p) pour un fermion, v, (p) pour un antifermion et e,(f)(k‘)
pour un photon) et les particules sortantes sont crées (soit i, (p) pour un fermion, v, (p) pour un

antifermion et e,(f)(k‘) pour un photon). Deux points d’interaction sont reliés par un propagateur.
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' _ i
Prop. de I'électron = Fmie

Prop. du y (covariant)

i 1-A  kpkv )
= - V +
k2.+ie (g“ A keyie

Vertex = —iey“

Electron initial

Electron final

Wt<
//'
/
Positron initial / = V4(p)
//
M
oy
&

Positron final

Photon initial

Photon final

Boucle d'électron

Les regles de Feynman en QED (jauge covariante).

Un moyen mnémonique de se rappeler du couplage consiste a partir du lagarangien d’interaction :

i/d4x Lr= i/d4x Y(z) e Ay (z)y" () (2.6.79)

et a prendre la dérivée fonctionnelle par rapport aux champs pour trouver :

5§ 4 § —
— =—iev
dh(y) 0v(y) 6AL(y)

ou le signe (-) vient de Panticommutation ¢/d9(y) avec ¥ (x) lorsque l'on effectue la dérivée. Les
regles générales pour obtenir vertex et propagateurs seront données en sec. 7.2 et 7.3.

(2.6.80)
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Exercice : écrire 1'élément M g; pour
—etem =t
— ete” —efe”
— v e~ — v e~ et montrer I'invariance de 'amplitude quand on fait la translation e,(f) —

eff) + ky, ou eff) et k, sont les vecteurs polarisation et impulsion dun photon.

Calculer ) |M,|? dans chacun des cas.

polarisations

2.7 Appendice : propriétés des matrices "

Dans la représentation de Dirac les matrices v* sont des matrices 4 x 4 définies par :

o ([ 1y 0 i (0 o’

ou les o sont les matrices de Pauli :

1 (01 o (0 — 3 (10
a-(l O)’ O'—<Z. 0 ), =14 1) (2.7.82)

Les matrices de Pauli obéissent aux relations de commutation et d’anticommutation suivantes :

ol ol i " ot ol i ILo
) I ¥ 1 Bl A QU N ] 2.7.83
2. 2y =i T, (2.2 =05 (27.83)
Les matrices v* ont les propriétés suivantes,
P =gt A =1, =l =4, p=0,1,23,  (27.84)
et elles satisfont les relations d’anticommutation :
{77 =2 ¢g" 1y (2.7.85)
Il est utile d’introduire les notations suivantes :
) ) 0 1
oM — _[/)//J"/)/V:I’ 75 =5 =1 70717273 = . (2786)
2 1, 0

On prouve aisément :

* WYY =27
o YuYas" =4 gap 1y (2.7.87)
* WYY = =2 7578 a-
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Pour I’évaluation des traces des produits de matrices 7,73... on a les relations :

Tr(’Ya’YB ) = 4 Jap
Tr(vav87577) = 4 [dap 951 — Jas 951 + Gax 9ps]
Tr(vays...) = 0 pour un nombre impair de matrices (2.7.88)
Tr(7°4*+%...) = 0 for an odd number of 4* matrices
Te(y*y*y%) = 0
Tr( P77 = —die®?,
olt €*P9* est totalement antisymétrique sous la permutation de deux indices. Par convention on
prend €% = 4+1. On a alors €aBoN = —eaBor et, en particulier, €y1203 = —1. Une relation utile est :
€vape’” ™’ = —2(8057 — 5007) (2.7.89)

Il existe d’autres représentations dues a Weyl et & Majorana qui satisfont les relations éq. (2.7.85)
a éq. (2.7.88). En regle générale, il n’est pas nécessaire dans les calculs d’utiliser la forme explicite
des matrices ~*.
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